GRANICNE VREDNOSTI FUNKCIJA - zadaci I deo

1) Izracunati grani¢ne vrednosti sledeéih funkcija:

a) lin} 2x =

b) lim>"2 =

x>l 3

X
v) lim 10 =
x5 x—5

ReSenje:
Sta da radimo?

Gde vidimo x mi zamenimo vrednost kojoj on tezi, ako je taj izraz odredjen , zadatak je
gotov.

a) lin}2x=2-2:4

b) me+2:1+2:§:1
x>l 3x 3.1 3

v) lim 10 ——10 —E—
->5x—-5 5-5 0

2) limx+3:—3+3:9:0
>3 7 7 7

2) Odrediti grani¢ne vrednosti sledeéih funkcija:

) 3x+1

a) hmz—
o0 )y —5x+6
3

b) limzx 23x+12
X—>0 x _5

. 5x*=3x+2
v) lim———
w0 2x" +4x+1

()

ZAPAMTI: Kod ovog tipa zadataka, gde x — o0, a funkcija je racionalna: 00)
X

o1
nema Kkorena, In, sin i ostalih funkcija koristimo slede¢e zakljucke:

i) Ako je najvedi stepen gore u brojiocu veci od najveceg stepena dole u
imeniocu reSenje je

ii) Ako je najvedéi stepen dole veéi od najveéeg stepena gore, reSenje je 0

iii) Ako su najve¢i stepeni isti, reSenje je koli¢nik brojeva ispred najvecih
stepena.



a) lim;’x—_i_1 =0 (praviloii) jer uimeniocu imamo x* a u brojiocu samo x
oo dx" =5x+6
2x° =3x+12 L o , L
b) 11m2—5 =oo (pravilo i), gore je polinom treceg stepena a u imeniocu
X—>0 X —
drugog stepena
. 5x"-3x+2 5 S o
v) lim————=—(pravilo iii) , ovde su polinomi istog stepena
e 2x" +4x+1 2
_oxP+l 1 : o . 2
g) lim T :—1 =—1 (pravilo iii) , polinomi su istog stepena , ispred x~ u
X—>0 [— x —

brojiocu je 1 a u imeniocu -1

Mozda vasi profesori ne¢e dozvoliti da koristite ova pravila , e onda morate da radite sve
postupno:

Ideja je da se svaki sabirak podeli sa najveéim stepenom x-sa.

3x 1
3x+1 JRCR)
a) lim =lim—2X—=% sve smo podelili sa x*, jer je to najveéi stepen
) e M2E s p jer] ] p
X X
...sad pokratimo...
M1 3,1
z 2 N
lim 23x+1 =lim—*—2 =lim x5 X ) dalje koristimo da je A:O,
/ X X X
pa je
i:O, l:0, i:O, E:0 1 dobijamo:
o0 o0 o0 o0

N B 22040

X
=220 =5x46 o 5L 6 o, 56 2-0-0
2

7_x7+x x X

- +

S - S 25 :.m/ ¥ X 52040 5

o 2x? 44x+1 o= 2x0 4x
2 2

1
— laS
XX £ X

5x* 3x l 5/_3% %
2




3) Odrediti grani¢ne vrednosti:

>33 +3x% +x+3°

Ovaj tip zadatka je ( ako je to moguce i1 ako znate izvode ) najbolje raditi preko

LOPITALOVOG pravila. Ako ne, morate i imenilac i brojilac rastaviti na ¢inioce!

a)
2 +
limX =% _ i DO+ [EanilC )—hm(x+2) 242=4
=2 x =2 x—2 x—2 x—2 \2\
b)
X’ +6x—7
lim—————= PAZI: ovde ¢emo iskoristiti znanje iz Il godine vezano za
1l x”—=5x+4
kvadratnu jednacinu:

ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,)

x2+6x-7=0 x*=5x+4=0
—6++64 5+4/9
Xp ==~ Xio =
2 2
-6+8 513
12 = ) xl,z—T
x =1 x, =4
x, =-7 x, =1
¥ 4+6x—7=(x-D(x+7) X =Sx+4=(x-4)(x-1)

X 6y=7 L (x=Dx+7) 0@+ X7 1478

| ==

>l x*—5x+4 Hl(x 4(x-1) =1 (x- 4)N >l x—4 1-4 -3

Preko Lopitala bi bilo:

. X +6x—=7 . (X*+6x-T7) . 2x+6  2-1+6 8
lim— =lim-—; -=lim —
=l x"=5x+4 =1 (x"=5x+4) »12x-5 S 2.1-5 -3




. x'—6x" =27 . .
lim — 5 = izdvajamo na stranu:
o3 x +3x +x+3

x*—6x>—27=0— Ovo je bikvadratna jednacina , uvodimo smenu x° =¢

t*—6t-27=0
t12:6i12

’ 2
t,=9

t, =3

xt—6x* =27 =(x" -9)(x* +3) = (x =3)(x +3)(x* +3)
A izraz u imeniocu ¢emo rastaviti sklapanjem “dva po dva” :
A3 x+3=x"(x+3) +1(x+3) = (x +3)(x* +1)

Vratimo se sad u zadatak:

x*—6x*-27 fim (x=3) (x43) (x* +3) — tim (x=3)(*+3) _(3-3)9+3) _—6-12_ 72 _ 36

lim =1
o343 +x43 o0 (kB (X +]) =3 (kP +1) (9+1) 10

Preko Lopitala:

. oxt-6x"-27 . (x*-6x"-27) .. 4x -12x  4-(=3)’-12-(-3)
lim — > = lim — > -= lim — = : =
=3 +3x7+x+3 23 (0 +3x"+x+3) —33x +6x+1 3-(-3)"+6-(-3)+1
_ 427436 _-72 36

©27-18+1 10 5

0

5



4) Odrediti sledeée grani¢ne vrednosti:

x/1+x—\/1—x_

) %c—)O
b) lim———;
=3\ x+1 -2’
V) lim ¢;
0\ x*+16 —4
ReSenje:

Ovo je novi tip zadatka, s korenima. Ideja je da se izvrsi racionalizacija. To jest,
koristimo razliku kvadrata:

(A-B)(A+B)=A>-B’

a)
\/ \/ _ lim \/1+x—x/1—x'x/1+x+x/l—x_
HO x>0 4x Vi+x++/1-x
\/(l+x) ~Ja=x" R T () M B S B
""0 4x(\/1+x+\/1 x) ""°4x(\/1+x+\/1—x) "_’°4x( I+x++1- x)
=lim =lim % =lim
HO4x( 1+x+/1—- x) HOA/(\/1+x+\/1—x) Hoz( 1+x ++/1— x)
~ 1 11
2(\/1+0+\/1—0) 2:2 4
b)
Em—""3 _lim x=3 \/x+1+2
"—’3\/x+ 2 S ar1-2 a2
(x=3)(Vx+1+2) (x=3)(Vx+1+2) r=3) (Vx+1+2)
=lim 5 =lim =lim =
x—3 \/m _22 x—3 x+1_4 x—3 N
=lin;(\/x+1+2)=\/3+1+2=2+2:4
> +1-1
V) lim—————— Ovde moramo da izvr§imo duplu racionalizaciju.
20 x*+16 —4
a1 A1+ Y r16+4 . W1 W41+ P +16+4
lim . . = spakujemo=1lim . .
0¥ 416 -4 X2 +1+1 Vx2 +16+4 0 [ 2 16—al VX +1+1 [ 11644
G2 +1) —12](\/x2 +16 +4) (x* +1—1)(\/x2 +16 +4) /(\/xz +16 +4)
=1lim =1lim =1lim

=lim

HO[\/(x2+16)2—42](m+1)_“°(x2+16—16)(\/m+1) 0 /(«/ﬁﬂ) )
VX' +16+4 _VO+16+4 8
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5) Odredi sledece grani¢ne vrednosti:

Vl+x? -1

2 2

a) lim

x—0 X

Yx -1
lim :

x—1 X _1

ReSenje:

PAZI: Kad suu pitanju tre¢i koreni, moramo koristiti formule:

(A-B)(A*+AB+B*)=A-B’ razlika kubova

(A+B)Y(A*—AB+B)=A+B’ zbir kubova

a)

Ovde u imeniocu imamo izraz /1+x° —1 , a to nam je ustvari (4 - B). Moramo dodati
(A* + AB+ B*), to jest, posto je A=x/1+x° a B=1 racionali§emo sa

%/(1+x2)2 +1+x° +1

3 2 3 2 31 25\2 31 2 1
lim 1+)§ lzlim 1+)§ 1'\/( +x7) +\/ tx Al

w0 x =0 x {/(1+x2)2+%/1+x2+1

3
+x* -1
=lim

20 2 \/(l+x) +31+x° +1]

. 1+x° -1 A

=1lim

D RRIA+ ) 4 1] AR+ 12 1]
1 1 1
=lim

00y +3+x +1 J1+07 417041 3

b)
il

: \/_ " = PAZI: I ovde mora dupla racionalizacija

\/_ 1 +3x+1 \/_H—spakujemo—hm Ux -1 _ L +3fx+1 _ Vx +1
""1[ 1+ +1 Jx+1 S L] x4 [ Vx4
(-1 (V1) (=T (V +1)
=lim 5 =lim =
. («/; —12)(€/x_2+%/;+1) H‘M(i/x_zﬁ/;ﬂ)
\/§+1 J1+1 1+1 2
x—>1 3 + x+1 \/—+\/_+1 1+1+1 3




6) Odredi sledeée grani¢ne vrednosti:

a) lim(x—+ x> —10x)
b) lirgo(\/ x> +1-x)
iz

c) lim

e ;t/; _ {‘/Z
ResSenja:

a) lim(x—+/x>—10x) i ovde éemo vrsiti racionalizaciju...
X—>0

. 2 . x—\/x2—10x x+\/x2—10x . X" —4/(x* =10x)’
lim(x—+/x” —=10x) = lim . =lim
H“’ e 1 x+4x=10x 7 x++/x"—10x

U brojiocu je ocigledno razlika kvadrata . Moramo malo i imenilac da prisredimo,

odnosno da pod korenom izvuéemo x° ispred zagrade pa zatim x ispred korena...

x” —+J(x* =10x) lim x” —(x* —10x) L x> —x" +10x

lim \/ = . =lim 1
x++x"—10x x+\/x2(1—0) x+x-\/(1—0)
X X

i 104 L 10
,/-[H 1—10J [1+ 1—1()}
X X

Izraz 10 tezi nuli kad x — o0, pa je
X

10 10 10 10

o :(1+ﬂ):1+1:?

[1+ I—IOJ
X

Sli¢an nacin rada primenjujemo i u narednom primeru:

=5




b) lim(x>+1-x)

2
\ —x Jx2 D? =
fim( /x2+1—x):lim X 4;1 \/x +l+x \/(x + x° b X +1-x
. +1+x \/ (l+—2)+x \/(l+)+x
X

lim ! 1

wa-[\/(1+12)+1]
X

i-Va

¢c) Im———==7?

w—a ifx —4a
Ovde ¢emo upotrebiti jedan trik: Jx —+Ja ¢emo malo prepraviti...

Jx—+a =(‘/x_2 —‘\‘/a_2 a ovo je sada razlika
Jx—a =4 ~{a* = Wx —Ya)Wx +¥a)

Vra¢amo se u zadatak:

o Ao e e e
L[ i T Tl =lim({x +Ja) = Ya+Ya)=2-Ya

kvadrata




